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摘要：非线性能量阱是一种可实现高效振动抑制的非线性吸振器。为了将其应用于宽频振动抑制问题，文

章构造了一个由单自由度非线性能量阱和两自由度减振对象组成的系统，以研究非线性能量阱对双共振峰的振

动抑制效果。结合系统特点，提出使用增量谐波平衡法分析系统共振峰附近的平衡点分布，并应用 Floquet 理论

对平衡点的稳定性进行了判断，由此揭示了该系统局部分岔现象带来的复杂力学特性。为了验证解析结果，还

进行了数值计算。研究结果表明非线性能量阱在正弦激励作用下具有良好的宽频减振效果，在航天器局部振动

抑制方面具有良好的应用前景。 
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Dynamics of a nonlinear energy sink used for suppressing two-separated 
 resonance peaks 
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Abstract: The nonlinear energy sink is a nonlinear dynamic absorber for highly efficient vibration absorption. To 
suppress a broadband vibration of spacecrafts, a system consisting of a single degree-of-freedom(DOF) nonlinear 
energy sink and a two DOF main structure is constructed. This paper studies how the nonlinear energy sink(NES) can 
absorb the vibration energy efficiently in the modes of the main structure. To study the dynamics of the system, the 
periodic response near the resonance peaks is obtained by using the incremental harmonic balance method, and the 
stability of the periodic response is checked by using the Floquet’s theorem. The local bifurcation and the complex 
dynamics of the system are revealed, and the analytical results are verified numerically. The results suggest that the 
vibration suppression platform is effective for the broadband vibration induced by harmonic excitations, and the NES is 
favorable for the local vibration suppression of spacecrafts. 
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0  引言 

早在 20 世纪中期，Roberson 就指出：在动力

吸振器中引入非线性，可以有效地增加振动抑制的

带宽，使得动力吸振器的鲁棒性显著提高[1]。非线

性能量阱（nonlinear energy sink, NES）是一种可实

现高效振动抑制的非线性吸振器，其内部含有的强

非线性立方刚度使其具有极为高效的振动能量吸

收能力[2]。但同时，含有强非线性刚度也使系统的 

 
 

力学特性十分复杂，尤其是强非线性系统扩充至三

自由度以后，解析分析十分困难。若要对 NES 的

减振效果有全面认识，则力学特性的分析必不可

少。自从 NES 的概念提出以来，一些学者对单自

由度减振对象连接一个 NES 的结构力学特性进行

了大量研究。文献[3]给出了非线性能量阱与线性

吸振器的振动抑制效果比较，证明了非线性能量阱

在振动抑制方面的优越性。文献[4-5]给出了上述 
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系统的内在哈密顿系统在 1:1 内共振条件下的力学

分析。文献[6-7]中研究了哈密顿系统周期解在主脊

线上的分岔现象，并指出该哈密顿系统对非保守系

统的力学特性有重要影响[8]。线性振子与 NES 间

的能量传递被广泛研究：文献[9-10]中通过一种新

的有限相位轨迹手段深入研究能量传递过程，并使

得多种能量传递机制得以揭示；文献[11]指出，内

在哈密顿系统的 1:1 内共振是引发能量传递的最有

效机制；文献[12]在此基础上进一步指出，在 1:1
内共振附近的“超慢”半周期是引发最优能量传递

的途径。 
文献[13-16]通过解析和试验手段，在简谐载荷

作用下对一个线性振子连接一个 NES 的结构进行

了研究。文献[13]揭示出在产生准周期振动时，NES
具有较好的振动抑制效果。文献[14]在文献[13]基
础上研究了系统周期解的分岔现象，给出产生准周

期振动的两种机制。基于对系统非线性力学的深入

研究，Starosvetsky 等人[15-17]发现：NES 产生强调

制响应时，其振动抑制效果最出色，因此系统响应

的稳定性问题也开始受到关注。 
某些对振动敏感的有效载荷对振动环境的要

求较高，在进行整星振动试验时，有时会发生局部

振动环境不能满足此类有效载荷要求的情况。如果

妥善应用 NES 进行局部减振，则可在结构定型后

较方便地解决此类问题。上述研究已证明了 NES
对单个共振峰具有良好的振动抑制效果，但在航天

应用背景中，振动环境超标现象有时不止出现在一

个单一频点附近，而是出现在一个相对单共振峰而

言宽得多的频带范围内，这就要求减振装置具备一

定的宽频振动抑制能力，但目前对 NES 的宽频减

振能力的研究是有所欠缺的。 
本文研究在正弦激励作用下，NES 对减振对象

的两个不同共振峰能否同时实现良好的振动抑制

效果，借此分析 NES 对较宽频带内的多共振峰的

振动抑制能力。为达到这个目的，构造了一个受简

谐激励作用的三自由度系统，包括一个两自由度线

性主结构和一个连接在其末端的单自由度 NES。首
先提出使用增量谐波平衡法计算该系统的平衡点

（周期解），之后使用 Floquet 理论对周期解的稳定

性进行判断。通过上述解析分析揭示了该系统内部

存在的局部分岔现象，全面认识了系统的力学特

性。最后通过数值计算验证了解析分析的结果。 

1  系统模型 

为了研究 NES 的宽频振动抑制能力，首先构

造如图 1 所示的系统（设为 S），图中左侧两个方形

质量块代表主结构的两个自由度，主结构具有两阶

固有频率；右侧的圆形质量块代表单自由度 NES。 

 
图 1  耦合振子结构图 

Fig. 1  Schematic diagram of the coupled oscillators 

对图 1 结构建立如下方程： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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3
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3
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′′ ′ ′+ − + − =⎪⎩

，(1) 

式中：m1、m2 和 m3 分别为三部件的质量；c1、c2

和 c3 为线性阻尼；k1、k2为线性刚度；knl 为立方刚

度；f 为激励力幅值；ω 为激励圆频率；x1、x2 和

x3 分别代表 m1、m2 和 m3 的位移。下面分析 NES
能否对 m1、m2 的两个不同共振峰同时实现良好的

振动抑制效果。 

2  系统平衡点的求解及稳定性分析 

2.1  基于增量谐波平衡法的平衡点求解 

本文的研究中并不限定系统 S中的 knl为小量，

也就是说系统 S 为三自由度强非线性系统。由于对

NES 力学特性的研究多针对两自由度系统，解析分

析困难相对较小，目前分析手段集中于复变量-平

均法（complexification-averaging method, CAM）和

谐波平衡法。但对三自由度甚至更高自由度的强非

线性系统来说，应用这两种方法简化分析模型不仅

十分烦琐，而且由于得不到简单的平衡点解析表达

式，也丧失了这些方法的主要优点。 
增量谐波平衡（incremental harmonic balance 

method, IHB）法[18]基于谐波平衡法发展而来，是

一种半数值、半解析的方法，具备谐波平衡法的优

点，适用于强非线性系统的分析，且求解多自由度

非线性系统时，应用 IHB 法推导公式更简便。因

此，本文首次采用 IHB 法求解含 NES 的系统的周

期解。在求解之前，首先应该推导系统求解方程： 
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对系统 S 引入时间尺度 
τ1=ωτ，                (2) 

则系统 S 可变换为 

 ( )2
n 1cosω ω τ+ + + =&& &Mx Cx K K x F ，  (3) 

其中： 
 T T

1 2 3[ , , ] [ ,0,0]x x x f= =；x F ；   (4) 
,  ,  M C K分别为系统的质量阵、阻尼阵和线性刚度

阵，具体为 
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nK 为系统的立方刚度矩阵，具体形式为 

( ) ( )
( ) ( )
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定义系统在激励力大小为 F0，激励频率为 ω0 

 
 

时的振动状态为 xi0，i=1, 2, 3，则其临近状态可以

用增量形式表示为 
xi=x0+∆xi；F=F0+∆F；ω=ω0+∆ω；   (7) 

其中∆xi、∆F和∆ω表示微小增量。将式(7)代入式(3)，
忽略高阶小量，可得关于 ∆x的线性微分方程组 
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其中： 
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方程(3)内含有立方刚度，假设其稳态周期解为 
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其中： 
( ) ( )

( )
( )

1 1 1 1 1 1

T
1 1

T
1 1

[ cos , cos3 , , cos 2 1 , sin ,sin 3 , ,sin 2 1 ]

, , , , ,

, , , , ,

τ τ τ τ τ τ= − −⎧
⎪⎪ =⎨
⎪
∆ = ∆ ∆ ∆ ∆⎪⎩

L L

L L

L L

i i in i in

i i ik i ik

n n

a a b b

a a b b

D

A

A
。      (11)

 

系统的稳态周期解可以表示为 
x0=SA，∆x=S∆A，        (12) 

其中： 
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将式(12)代入式(8)，并应用伽辽金平均过程，则有 
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应用牛顿迭代法，可对以上方程进行求解。 

2.2  平衡点的稳定性判定 

2.1 节对系统 S 的平衡点建立了求解方程，本

节进一步判定平衡点的稳定性。 

由于式(3)在其周期解附近线性化后成为线性

时变周期系统，因此在后面的分析中，本文采用

Floquet 理论判断周期解的稳定性，求解过程如下。 

将式(3)在周期解附近线性化，得到： 

( )1τ&X = Q X ，           (16) 

其中： 

[ ]

( )

T
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,  
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- 3 -
ω ω
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n

X = x x

Q =
M K + K M C

。  (17) 

设 X(τ1)为方程(16)的基础解矩阵，则由解的周期性

易知 X(τ1+2π)也为方程的基础解矩阵。对于这 2 个

基础解矩阵，一定存在非退化矩阵 G，使得 

( ) ( )1 12πτ τ+ =X X G，        (18) 

其中 G称为 Floquet 转移矩阵或单值矩阵。当 G的

所有特征值的模小于 1 时，则系统的周期解渐近稳

定；当 G的所有特征值的模小于等于 1，且模等于

1的特征值只有一次初等因子时，则系统的解稳定；

当 G 至少有 1 个模大于 1 的特征值或至少有 1 个

模等于 1 的特征值有非一次初等因子时，则系统的

解不稳定。单值矩阵 G的求解方法如下： 

设 X含有 n个元素，G可采用如下积分求得 
=y Hy& ，              (19) 

其中：y含有 n2 个元素；H为 n2×n2的方阵，且 

0 . 0
0 . .
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0 . 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
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G
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积分初值为 

( ) ( )T0 1,0, 0;  0,1, ,0; ;  0, ,0,1= ⋅⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅y 。 (21) 

将式(21)从 0 积分至 2 后，则 y(2π)的前 n个元素即

为 G的第 1 列，n+1 到 2n个元素为 G的第 2 列，

依次类推。 

3  结果和讨论 

3.1  分析结果及讨论 

本节对系统 S 进行求解和分析，并用数值解法

对解析求解结果进行验证，所有计算在 MATLAB
软件环境下完成编程。系统参数取 m3=0.14, k1=1.5, 

k2=1.2, c1=0, c2=0.005, c3=0.005, f=0.05, m1=1, 
m2=1.2, knl=0.2。 

图 2 为由 IHB 法计算得到的系统 S 中三振子

的频率和响应图，A1、A2 和 A3 分别表示 x10、x20

和 x30 周期解的幅值，仿真忽略高次谐波，即有 
2 2

1 1 1, 2,3i i i ia b i= = + =，A A 。图 2 中用实线表示 
经 Floquet 理论判断为稳定的周期解，虚线表示不

稳定周期解，用小圆圈表示四阶龙格-库塔法对稳定

周期解进行的数值验证，数值分析时积分初始值均

为 0。由图 2 可见，用小圆圈表示的结果全部分布

在 IHB 法计算得到的稳定解分支上，即数值结果与

解析结果吻合。图 3 为无 NES 连接时两振子的幅值

曲线，用来比较说明 NES 的减振能力。为了最大限

度地排除阻尼对振动的抑制作用，对主结构第一个

质量块采取极端的无阻尼假设，即令 c1=0。  

 

(a)  x1 在一阶频率附近的周期解及其稳定性 

 

(b)  x2 在一阶频率附近的周期解及其稳定性 

 

(c)  x3 在一阶频率附近的周期解及其稳定性 
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(d)  x1 在二阶频率附近的周期解及其稳定性 

 
(e)  x2 在二阶频率附近的周期解及其稳定性 

 

(f)   x3 在二阶频率附近的周期解及其稳定性 
图 2  三个振子的幅值-频率曲线 

Fig. 2  Amplitude-frequency curves of the three oscillators 

  
(a)  一阶频率处的峰值          (b)  二阶频率处的峰值 

图 3  无 NES 时两振子的振动峰值  
Fig. 3  Amplitude of the two oscillators without NES 

由图 2(a)可见，A1 在ω=0.648 时的一组周期解

分支上有最大值 10.5，虽然此时响应幅值较大，但

与图 3(a)中 A1 的峰值相比，该不稳定解分支的最

大值也小于无 NES 时的系统响应幅值（16.7），说

明在该组 NES 设计参数取值下，即使在最坏情况

下，NES 也不会起到放大振动的作用。 
另外由图 2(a)～图 2(c)可见，该系统存在两种

局部分岔现象。其中，随 ω 变化，虚线与实线的

交接点为 Hopf 分岔点，当激励频率穿越该点时，

周期解的稳定性发生改变；图中同一个 ω 值对应

多个振动幅值的现象说明系统存在鞍结分岔，在鞍

结分岔区域，由于存在 2～3 个解，系统随初始状

态（振子的初始位移、速度或加速度）的不同，对

应的周期解的幅值、稳定性都可能发生变化，NES
的振动抑制效果也会随初始状态的变化而不同。 

在上述参数取值下，在ω=0.648 时，由四阶龙

格-库塔法求解得到三振子的位移时程图，见图 4。 

 
(a)  积分初值取 [ ] [ ]0 0, 0,0,0,0,0,0=x x&

 

 
(b)  积分初值取 [ ] [ ]0 0, 10,0,20,0,20,0=x x&  
图 4  ω=0.648 时三振子的位移时程图 

Fig. 4  Displacement-time curve of the three oscillators when  
ω=0.648 

图 4(a)中系统各初值均设为 0，此时为调制响应，

响应在幅值较小的不稳定周期解附近摆动。图 4(b) 
中积分初值为 [ ] [ ]0 0, 10,0,20,0, 20,0=&x x ，此时 
初值取在幅值较大的周期解附近，可见系统振幅较

大，响应落在上部周期解分支附近，与图 3 比较可

见，此时对峰值的削减略超过 30%，远不如图 4(a)
中的振动抑制效果。但由于底部周期解分支的存

在，一般需要系统具有较大初始能量，响应才会跳

跃至上部周期解附近，而这种强扰动在实际工程情

况中出现的概率较小。因此，一般情况下，主结构 
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的振动幅值应在底部解分支所确定的幅值附近。同

时，图 4 说明，在 ω=0.648 时，随初始条件的不同，

系统确实存在 2 个不同的周期解，证实了系统内鞍

结分岔的存在。这种力学特性使得仅靠数值计算难

以得到系统 S 的全部解，必须应用解析方法得到系

统的全部解分支，才能对 NES 的减振效果有全面

的认识。因此应用 NES 进行航天器局部振动抑制

时，必须注意分岔区域的解分支分布。 

3.2  与无减振装置情况的比较 

经过 3.1 节的分析，对系统 S 的周期解及其稳

定性已经有了全面的认识，解析结果说明系统内不

存在振动放大现象，系统在一阶模态附近存在鞍结

分岔和 Hopf 分岔，在二阶模态附近的力学特性则

相对简单。下面基于前面的分析结果，使用四阶龙

格-库塔法计算系统在积分初值为 0 时的响应，并

与无附加 NES 的系统进行响应能量的比较，以了

解 NES 的减振能力。 
图 5 给出了上述两自由度线性主结构在无

NES 连接时，在与 3.1 节分析中同样激励条件下的

振动响应能量曲线。图 6 为连接 NES 后两自由度

结构的振动能量图，NES 的质量为减振对象质量的

14%。在 ω=0.643 附近，周期解受鞍结分岔影响跳

跃到了较高的解分支附近，造成了一个局部峰值；

但与图 5 中无 NES 的情况相比，NES 仍使第一个

振子的 2 个振动能量峰值分别降低 76%和 75%；

第二个振子的 2 个振动能量峰值分别降低了 25%
和 94%。 

  
 (a)  1 阶固有频率处的振动能量   (b)  2 阶固有频率处的振动能量 

图 5  两自由度结构（减振对象）在简谐激励下的 
振动能量图 

Fig. 5  Vibration energy of the two-DOF main structure (which structure 
for vibration suppression) under harmonic force 

另外，本文未进行 NES 振动抑制效果最优化

的研究，而通过调节 NES 参数还可以取得更好的

振动抑制效果。图 7 中 NES 的质量为减振对象质

量的 22%。通过图 7 与图 5 比较可知：NES 使第

一个振子的 2 个振动峰值分别降低 99.95%和

68.8%；第二个振子的 2 个振动峰值分别降低了

99.9%和 92.5%。可见，NES 可同时对 2 个振子的

2 个共振峰起到良好的振动抑制作用。 

  

(a) 1 阶固有频率处的振动能量  (b)  2 阶固有频率处的振动能量 
图 6  连接 NES 后两自由度结构的振动能量图  

Fig. 6  Vibration energy of the two-DOF main structure with  
an NES attached 

  
 (a)  1 阶固有频率处的振动能量 (b)  2 阶固有频率处的振动能量 

图 7  连接 NES 后两自由度结构的振动能量图 
Fig. 7  Vibration energy of the two-DOF main structure with  

an NES attached 

需要说明的是，本文专注于揭示 NES 的力学

特性，并给出 NES 用于减振时的一般性分析与设

计方法，未针对某一特定问题。因此，仿真中所有

参数均采用了无量纲量，但这并不与工程脱节，在

本文研究基础上可进一步拓展至工程实际。例如：

取 m1=10 kg, m2=12 kg，NES 的质量 m3=1.4 kg, 

k1=15 000 N/m, c3=0.5 N/(m/s), k2=12 000 N/m, 
c2=0.5 N/(m/s), f=500 N。再将时间尺度缩小 100 倍

（τ=100t, dx/dτ=dx/100dt）即可换算得到与图 2 仿

真中相同的参数。相对的，图 7 中 2 个受到抑制的

振动峰值对应的圆频率分别约为 68 和 180 rad/s。
NES 作为一种被动的振动抑制手段，具有不需要额

外能源，鲁棒性、可靠性高，简单易用等特点，在

航天器局部多共振峰的抑制方面具有良好的应用

前景。 

 4  结束语 

本文对非线性能量阱连接一个两自由度线性

主结构的对象进行了研究，首次使用 IHB 法求解

了系统的周期响应，并用 Floquet 理论判断了响应 
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的稳定性。发现系统中存在分岔现象，进一步分析

了该现象对 NES 的设计和使用可能造成的影响，

指出在 NES 设计时有必要考虑分岔问题。分析结

果表明，单自由度 NES 具有良好的宽频振动抑制

能力，使第一个振子的 2 个振动峰值分别降低了

99.95%和 68.8%；第二个振子的 2 个振动峰值分别

降低了 99.9%和 92.5%。NES 在航天器局部振动抑

制、星上敏感单机振动抑制等方面具有良好的应用

前景。 
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